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Anilar

Matematikte “esek problemi” denince Pisagor'un dik tiggen teoremi akla
gelir. Cocuklugumda okudugum Hayat Ansiklopedisi bu yakigtirmay: dik
liggen teoreminin ¢oziimini veren ¢izimin, biraz da hayal giiciiyle, kulak-
larini dikmis bir egsek bagina benzetilmesine bagliyordu. Yirmi yil kadar sonra
bu konuyu Gebze’de Cahit Arf’a agtigimda ondan bagka bir agiklama daha
ogrendim. Giiya dik iiggen teoremini ispatlamaya calisip da beceremeyenler
bunu yeteneksizliklerine vereceklerine teoremin anlamsizligindan ve ispat et-
meye degmezliginden dem vurup ‘egeklik’ ederlermis. Ve bundan dolay1 bu
teorem “egek meselesi” olarak bilinirmis...

Kimileri rahatlikla eseklik edip davraniglarint muhtegem bir teoreme takma
ad yapmaktan ¢ekinmezken Dariiggafaka yillarimizin miizik 6gretmeni sevgili
Tahir Sevenay bize Camille Saint-Saéns’in Hayvanlar Karnavali adli eserini
agiklarken sira egeklere gelince Saint-Saéns’in kibarligina direnmez, kendisi de
“uzun kulaklh gahsiyet” tamlamasini kullanirdi. Bu inceligin i¢indeki muzip
neseyi anlayamaz, kis kis giiler, alay ederdik. Yillar sonra bu egekligimizin
farkina vardigimizda kendimizi affettirmek icin telash hayallerimizde sik sik
Tahir Beyden af diledik, ellerinden 6per olduk. Ama nafile. Yapilan yara-
mazliklar anilarda kalici...

*flk Basim: Matematik Diinyasi, Tiirk Matematik Dernegi, Cilt 6, (1996), 13-17.
Tekrar Basim: Matematikgiler Biilteni, Say1 3, (1998), 24-27.



Yakin Zaman

Tiirk matematik literatiirtinde bir bagka “egsek meselesi” daha vardir ki hikayesi
anlatmaya deger. Yillar once Tiirk Matematikcilerinin ilk internet tartigma
ortami olarak Mustafa Akgiil tarafindan turkmath listesi kuruldu. Daha
bu liste ne ige yarar, nasil kullanilir diye diiginmeye vakit kalmadan Ali
Nesin “Nedir bu ‘h’ harfinin anlami ‘turkmat’ kelimesinin yaninda?” diye-
rek ilk tartigmay1 baglatti. Bu ‘h’ harfi kimilerinin gururuna bir ‘diken’ gibi
batarken kimileri de boyle bir ‘dikenden’ gocunamayacak kadar duygusuz
olmakla suglandi.

Tartigma azmig ytriimis, kargilikli eseklikler ilerde bagislanmasi zor dii-
zeylere tirmanirken Ingiltere’den Haluk, soyadini unutma esekligini gosterdigim
icin beni bagislasin, bu listenin amacini bize hatirlatmak icin bir “esek prob-
lemi” ortaya atti. O kizginlikla bu probleme saldirdik. Bu kez ¢ozemeyenler
sesini ¢ikarmadi da ¢ozenler ‘eseklik’ etti(k). Giiya bu problem ¢ok basitmis
de boyle yiiksek seviyeli bir listede bu problemin ne igi varmig. Breh breh!
Sanki o ‘h’ harfinden dikenler yaratip birbirine saldiranlar bizler degiliz.

Ote yandan Haluk, bizi bu seviyesi hi¢ birimize yakigmayan tartigmadan
cekip ¢ikarsin diye, problemin bagia bir de 6diil koymustu: Cozene Iskender
doner... Fakat cozenlerin sayisi onun biitcesini tehdit eder diizeye ¢ikmaya
baglayinca 6diil stiresinin doldugunu ilan etmek zorunda kalmigti. Ben de
cozenler arasidaydim. Hala bir yabanc: bana selam verdiginde Haluk Ingil-
tere’den dondii, beni buldu ve Iskender yemege gotiirecek diye diigiiniiriim.
Sen hem cocugun soyadim bile hatirlama, hem de Iskender donerini bekle.
Bendeki de az egeklik degil...

Soru

Haluk'un problemindeki egek bir tarlanin kenarina bir iple baglanir ve otla-
maya birakilir. Matematik problemlerinin koyliileri gercek hayattaki koyliilere
benzemeyeceginden bu problemdeki koyliiniin de tarlast hem daire seklindedir
hem de tamamen ¢im ekilidir. Bir matematik problemine konu olmak igin
bu kadar ‘tuhaflik’ elbet yetmez. Bu koyliiniin bir de garip sorunu vardir.
Tarlanin kenarina bagladigi egegin ipini ne kadar uzun tutmalidir ki egegi
tarladaki ¢imlerin en fazla yarisini yiyebilsin. Ne diyelim, Allah baska dert
vermesin...



Sorudan Modele

Bir ‘gergek hayat’ problemini ¢6zmek i¢in once onu modellemek gerekir.
Modellemek demek problemi matematik tekniklerinin uygulanabilecegi bir
bigime sokmak demektir. Bu arada matematigin anlayacagi ama ¢ozemeyecegi
bicimlerden de uzak durmakta yarar vardir. Elbette asil goz oniinde tutul-
mas1 gereken konu, eger matematik teknikleri, olur ya, bu problemi ¢ozerse,
bu teknik ¢oziimii ilk bagtaki problemdeki soruyla ilgilendirebilecek konum-
dan uzaklagmamaktir.

Bu problemi modellemeye once esekten baglamakta yarar var. Ne de
olsa tiim sorun onun bagmn altindan cikiyor... Ornegin ipin uzunluguna
esegin bagimmin uzunlugunu katmaya kalksak, hatta esek zorlayinca ipin ve
boynunun dogal esnekliklerinden dolayr mesafenin biraz uzayabilecegini goz
ontine alsak i¢inden cikilmaz bir problemle kargilagiriz. Bizim Iskender de
hayal olur. Oyleyse esegin boynunu ve probleme zaten etki etmeyecek diger
boyutlarini ihmal edelim: esek olsun bir nokta.

Ipin esnekliginin katkismm ¢ok kiiciik olacagim kabul edip ipi de esnemez
kisalmaz kabul edelim: p olsun bir dogru parcast.

Zaten tarlay1 bize daire biciminde diye tanittilar. Hig bir gergek tarlanin
tam daire olamayacagini, sinirlarindaki piitiirlerin, belirsizliklerin denklemini
yazmanin imkansizhigini dile getirip bagimiza ig almayalim. 7Tarla olsun bir
daire.

Esek tarlanin kenarina baglanmisti. Muhtemelen saglam bir kazik cakip
esegi buraya baglamistir koyli. Esek cekistirdikge bu kazik yerinden oynar
ama bunun da etkisi az olacagindan kazig1 da dairenin cevrest tzerinde bir
nokta olarak diigiinelim.

(Cimlere karsilik da dairenin alanini diigiinelim. Esek ipinin uzandigi her
yerdeki ¢imleri yiyecegine gore bunu da soyle terciime edelim: bir dairenin
cevrest uzerinde alinan bir noktayr merkez olarak kabul eden bir baska daire
var.

Esegin ¢imlerin yarisim1 yeme kosulunu da ki dairenin ortak alans birinci
dairenin alaninin yarise olmali diye gevirelim.

Modele Yaklastikca

Simdi ortada iki daire ve iki yar1 ¢ap var. Bunlara A ve B daireleri diye-



Sekil 1: Ik Model

B

lim. Koyliniin tarlasi olarak diigiinecegimiz daire A dairesi, esegin gezip
dolasabilecegi bolgeyi gosteren daire de B dairesi olsun. Birinci dairenin yari
cap1 R4 ikincisinin yari ¢capr da R olarak gosterilsin.

Verilen her R, reel sayisi icin sartlarimizi saglayan bir R reel sayisi
artyoruz. R, sayist elbette kullandigimiz uzunluk birimine gore degisen bir
say1 olacak. Ama birim degigse bile uzunluk degismeyeceginden hesaplarda
gereksiz ‘hamallik’ yapmamak icin yeni bir uzunluk birimi icat edelim ve
buna gore R4 = 1 birim olsun.

Problem, verilen gartlar saglayan, bir R sayis1 bulmaya doniigtii. (bkz
sekil 1.)

Biraz Matematik

Bu asamada da o ‘verilen sartlarin’ formiile edilmesiyle ilgilenelim. Yari ¢ap1
bir birim olan bir ¢emberin iizerinde bir nokta aliyoruz. Bu noktay1 merkez
olarak kabul eden R yari capli bir ¢ember ciziyoruz. Iki cemberin ortak
bolgesinin alaninin 77/2, yani yari ¢api bir birim olan dairenin alaniin yaris,
olmasi i¢in R sayisinin kag olmasi gerektigini arastiriyoruz.

Elimizdeki denklemin bir tarafinda 7/2 6biir tarafinda da tarif ettigimiz
sekilde kesigen iki dairenin ortak alani var. Demek ki elle tutulur gozle goriiliir
bir denklem kurabilmek i¢in simdi yapilacak sey boyle bir kesigimin alanini
yazmak.



Bir siire otlar1 ve egekleri unutup yiiksek matematik, yani tek degiskenli
tiirevlenebilir fonksiyonlar matematigi, yapacagiz. Burada adi gegen tek
degisken elbette esegin ipinin uzunlugu olarak diigiindiigimiiz R sayisi. Fonk-
siyon da iki dairenin ortak alani. Elbette R degisirse bu alan degisecek.

Elimizde tek degigkenli bir fonksiyon oldugu kesin. Kesin olmayansa
bu fonksiyonun tiirevlenebilir olmasi. Aslhinda bu noktada bunu bilmiyo-
ruz. Ama tecriibeler, Eflatuncu doga anlayisi, acik ya da gizli inanglar, bu
gline kadar karsimiza ¢ikan ve dogal problemleri modelleyen fonksiyonlarin
hemen hemen hepsinde oldugu gibi bu fonksiyonun da tiirevlenebilir olacag:
umudunu bize veriyor. Biz bu umuda kanip bazi seyleri kontrol etmemezlik
yapmayacaglz. Ama bu umut olmasa, bu problemde kuracagimiz fonksiyo-
nun i¢inden c¢ikilmasi miimkiin olmayan, daha onceki tecriibelerimizle an-
layamayacagimiz bir fonksiyon olacagi korkusu iizerimize sinse, bu problemi
cozmeye yeltenmeyiz bile. Iskender déneri de Haluk bagkalarma 1smarlarken
biz ‘burnumuzu gekeriz’ (anneanemin bir lafidir!).

Her ¢oziilen problem onun biiytikliigiine ve bilinmezligine aldirmadan per-
vasizca onunla ugraganlar tarafindan ¢ozilmiigdiir. Bizim de ugrasgtigimiz
zaten alt tarafi bir “esek meselesi”.

Artik model olarak cizdigimiz sekle bakip denklemimizi kurmaya basla-
yabiliriz.

Bir Denkleme Dogru

Dairelerin kesistigi yerin alani1 birim dairenin alaninin yarisi olacaksa, birim
dairenin iginde kalan kesisme digi alan da birim dairenin alaninin yarisina
esit olacaktir. Ayrica dairelerimizin merkezlerini birlestiren ¢izginin altinda
ve tistiinde kalan geklin birbirinin tipatip aynisi olacagini da gozleyelim.

Simdi sekil 2’ye bakarsak problemi su sekilde formiile edebiliriz: Oyle bir
R sayis1 bulalim ki sekildeki taral alan /4 olsun. Burada polar koordinatlar
kullandigimiza dikkat edin; merkezi (1, 0) olan birim gemberin denklemi polar
koordinatlarda r = 2 cos 6 olarak verilir. Merkezi orijinde olan ve yaricapr R
olan ¢emberin denklemi de » = R’dir. Bu iki cember polar koordinatlarda
r=Rvel==+cos! % noktalarinda kesisirler.

Tarali bolgenin alanimi A(R) ile gosterelim.



Sekil 2: Tarali Bolgenin Alam 7/4 Olmali

Hesap Litfen!

Simdi integral hesaplarina basglayabiliriz.

olsun istiyoruz. Once A(R)’yi hesaplayalim:

1R

O=cos™" 5 pr=2cosf
A(R) = / / rdrdd
6=0 r=R

f=cos—! £ 2
= / ’ <200529—R>d9
6=0 2
1 R? '3
1 R)

Burada bir kenar1 R ve hipoteniisii 2 olan bir dik licgen kullanarak sin(2 cos™ %
RVA—R?
2

O=cos™

6=0

degerini bulup yerine koyarak
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icin

AR) = 57 =5 2 (2)



buluruz ve bunu (1) ile kiyaslarsak

RVI_R 1 N
f‘f‘i(Q—R)COS 7 = 1 (3)

denklemini saglayan R sayisini aradigimiz sonucuna variriz.

Tek degigkenli fonksiyonlar teorisi, ve ozellikle integral teknikleri, kulla-
narak uzun bir hikayeyi tek bir denklemin ¢éztimiine indirgedik. Bize (3) nolu
denklemi veren gekil 2’ye tekrar bakarsak problemin bir anlami olabilmesi i¢in
R uzunlugunun 0 ile 2 arasinda olmas1 gerektigini buluruz.

Yine sekil 2'ye, ya da (2) nolu denkleme, bakarak R arttikga A(R)’nin,
yani tarali alanin azalacagimi goriiriiz. Demek ki [0,2] araliginda (3) den-
kleminin bir tek ¢oztimii var. A(R) fonksiyonunun bu aralikta tiirevlenebilir
olmasi koklerinin nerelerde bulunacagi konusundaki beklentilerimizin dogru
olmasini sagliyor.

L R T

Cozum Ararken

Var oldugunu ve tek oldugunu anladigimiz ¢oziimii simdi arayabiliriz. Once
cos~! fonksiyonunun kolay hesaplanabildigi degerleri deneyelim;

A1) = 0.95661... >

4
1 =
AWV2) = —<-—.
(V2) = <3
Boylece aradigimiz R degeri icin
1<R<V2

sinirlamasim bulduk. Bu esitsizlik bize (2 — R?)’'nin sifirdan farkli oldugunu
soyledigine gére (3) denkleminin her iki tarafim (2 — R?)’ye boliip cos™' &
ifadesini denklemin bir tarafinda yalniz birakmaya calisirsak

LR m— Rv4— R?

9 T TRy )

egitligini buluruz. Bu denklemin sag tarafinin 7/2’den kiigiik oldugu sartini
da koymamiz gerekecek. Aksi takdirde bulacagimiz ¢oziimler cebirsel mo-
delimizin ¢oziimi olacak ama geometrik problemimizle ilgili olmayacaklar.
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Okuyucu

™ — Rv4 — R?

22— ) < 7/2

esitsizligini kendisi ¢oziip
R < 1.27489...
olmas1 gerektigini kolayca gorebilir.
Simdi (4) denkleminde her iki tarafin cosiniisiinii alip problemi bir kok
bulma problemine indirgeyebiliriz; R sayisim (1,1.27489) araliginda segmek
kosuluyla

F(R) = R—2cos (”‘&/W)

2(2 — R?)

fonksiyonunun koklerini bulmak istiyoruz.

Mertlik Bozuluyor

Buraya kadar romantizmin riizgarinda geldik ama artik tiifegi icat edip mertligi
bozmanin zamani geldi. Mathematica programina asagidaki komutlar: verirsek

f:=R-2%Cos [(Pi-R*(4-R"2)"~(1/2))/(2%(2-R"2))]

n:=55

N[FindRoot[f == 0, {R, 1,1,1.27489}, AccuracyGoal -> n,
WorkingPrecision -> n],n]

bize derhal
{R —> 1.158728473018121517828233509933509149688292266492096512}

sonucunu verir. Bu say1 noktadan sonra 53 basamaga kadar dogrudur. (Son
basamak, yani 54. basamak, 2 degil 1 olmali... )

Coziimi tam olarak degil ama noktadan sonra elli ii¢ basamaklik bir
hassaslikta bulduk. Pi sayisinin kirk basamaklik agilimi ile evrenin bilinen
gevresinin uzunlugunu bir protonun capindan daha kiigiik bir hassaslikta
hesaplayabileceginizi diisiiniirseniz buldugumuz bu sayiy1 ‘yaklasik’ diye kii-
¢limsemezsiniz!



Ayrilirken

Buraya kadar isler yolunda gitti ve bir say1r bulduk. Ama bu saymn 7
sayisinin rasyonel bir kat1 olmamasi, e sayisiyla dogrudan bir iligkisinin go-
rilmeyisi romantik matematikgcileri biraz hayal kirikligina ugratti. Bu kadar
calig cabala, sonunda kargina ¢ika ¢ika hi¢ bir sablona sokamayacagin bir say1
¢iksin. Hig degilse bu say1 altin oranla bir sekilde ilgili olsaydi! Her halde
bu sevimsiz durumu, problemin adindaki ‘egsek’ kelimesinin nereden geldigi
konusunda alternatif bir agiklama olarak akilda tutmakta yarar var...

Bu yazinin icinde “esek” kelimesinin, degisik cekimleriyle birlikte, kag
kez gegtigini bulmay1 ve bunun Bernoulli sayilariyla bir ilgisi olup olmadigin
aragtirmay1 da dogal olarak okuyucuya birakiyorum. Ben simdi, evvelki
cimlede soziinti ettigim, “Bernoulli Sayilar1” yazimi hazirlamaya gidiyorum...

Aciklama: Bu yazida adi gegen tiim kisi ve kuruluglar hayal {irtinii olup hig
bir gercek kisi ya da kurulusu temsil etmezler. Haluk! Bu seni baglamasz.
Donerleri unutmadik...



