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Turkce Ozet

HANGI TEKIL K3 YUZEYLERI BiR ENRIQUES
YUZEYINI ORTERLER

ALI SINAN SERTOZ

OZET. Bu caligmada bir tekil K3 yiizeyinin agkin orgiisii lizerinde,
bu K3 ylizeyinin bir Enriques yiizeyinin iki kat orteni olmas: igin
gerek ve yeter gartlar: tespit ediyoruz.

1. GIrls

Terim olarak “tekil K3 yiizeyi” denilince Picard sayisi 20 olan duzgin
K3 yiizeyleri anlagilir. Buradaki “tekil” sozii, bu gesit ytlizeylerin sinif-
landirma uzayinda “istisnai” bir yer tutmalari nedeniyle kullanilir. Eg-
riler teorisinde eliptik egriler ne yer tutuyorsa, K3 yiizeyleri de ytizeyler
teorisinde o denli 6nemli bir yer tutarlar. Bunun nedeni, eliptik egriler
gibi, bir yandan geometrinin nesneleri olmalarina ragmen ote yan-
dan, bu calisgmada da gorecegimiz gibi, sayilar teorisiyle olan sasirtici
iligkileridir.

Picard sayis1 20 olan, yani tekil bir K3 ytizeyini X ile gosterelim. X’in
agkin orgiisiindeki bir {u, v} bazina gore kesigme matrisi

) (2Ca 2cb>

seklinde yazilabilir. Burada a, b ¢ tam sayilardir ve a,b > 0 ile 4ab —
c? > 0 sartlarim saglarlar. K3 yiizeyleriyle ilgili genel tanim ve sonuclar
icin [1] kaynag: kullanilabilir.
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Enriques yiizeylerinin siniflandirilmasi iizerine Horikawa'nin galigma-
larini, bkz [5, 6], ve ¢ift orgiilerin simiflandirilmasi tizerine Nikulin’in
caligmalarii, bkz [11, 8], kullanan Keum genel olarak bir K3 yiizeyinin
ne zaman bir Enriques yiizeyini ortecegi problemini incelemistir, bkz

7).

Bu ¢aligmasinda Keum bir K3 yiizeyinin bir Enriques yiizeyini ortmesi
i¢in gerek ve yeter sartin, agkin orgilisiiniin K3 orgiisti i¢ine belli sartlar
saglayan bir fonksiyonla yatirilabilmesi oldugunu gosterir. Bu sonug
geometrik bir olabilme probleminin cebirsel bir olabilme problemine
indirgenmesini gosterir ama yapici bir sonug degildir.

Bu makalede, genel bir K3 yiizeyi yerine bir tekil K3 yiizeyi alindigi
zaman bir olabilme teoremi yerine kesin ve kolaylikla uygulanabilir bir
gerek ve yeter gsart sonucu bulundugunu gosteriyoruz.

Cebirsel geometrinin asil giicii geometri problemlerini cebir problemle-
rine terciime edip cebirsel ¢oziimler bulmasi ve bunlar1 geometriye geri
terciime etmesinde yatar. Bu yiizden 6nce, K3 yiizeylerinin incelen-
mesinde kullanilan, bazi cebirsel yapilar1 tanimlayacagiz.

Sirasiyla U ve Eg hiperbolik ve E8 kok orgiilerini gostersin. K3 orgtisii
A'nin

A" =UaU(2) o Es(2)

seklinde tamimlanan bir alt orgiistiinii digiinelim. X ylizeyinin Picard
saywsini da p(X) ile gosterelim. Picard sayis1 10 < p(X) < 20 sartlarim
saglayan bir K3 ytizeyinin bir Enriques yiizeyini ortmesi i¢in gerek ve
yeter gsartlar sunlardir:

(i) Oyle bir bolimmez ¢ : Tx — A~ gémmesi vardir ki A~ icindeki
dik tamlayan uzayinda kendi kendisiyle kesigimi -2 olan higbir vektor
yoktur, ve

(i) eger p(X) = 10 veya 11 ise, ayrica length (Tx) < p(X)—2 olmalidir,
bkz [7, Theorem 1].

Uygulamada eger X yiizeyi gercekten bir Enriques yiizeyini ortiiyorsa,
verilen gartlar1 saglayan bir ¢ gommesi bulmak ¢ogu zaman zor olmakla
beraber miimkiin olabilmektedir. Asil zorluk X ylizeyi bir Enriques
ylzeyini ortmedigi zaman, verilen sartlari saglayan bir ¢ olmadigini
gostermekte yatmaktadir.
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Ote yandan incelemeyi tekil K3 yiizeylerine yoneltince cok kesin kriter-
ler bulmak miimkiin olmaktadir. Bu ¢aligmadaki ana teoremimiz su

sekilde ifade edilebilir:

Theorem 1. Askin orgisi denklem (1)’deki gibi verilen bir tekil K3
yuzeyt X in bir Enriques yuzeyini ortmesi i¢in gerek ve yeter sartlar
sunlardur:

I a, bvec tamsaylary ¢ifttir. (Keum’un sonucu, bkz [7]).

11 ¢ tek ama ab c¢ifttir.

III-1 c cifttir. a veya b tektir. ax®+cxy+by? bilineer formu 1 sayisina
temsil etmez.

II1-2 c ¢ifttir. a veya b tektir. ax®+cxy—+by? bilineer formu 1 sayisin
temsil eder ama 4ab — c¢* # 4,8, 16.

Bu ifadeye ozdes olarak, X in bir Enriques ylzeyini ortmemest i¢in
gerek ve yeter sartlar soyle siralanabilir:

II1-3 c cifttir. a veya b tektir. ax®+cry+by? bilineer formu 1 sayisina
temsil eder ve 4ab — c® = 4,8,16 olur.

IV abc tektir.

Bir bilineer formun bir sayiy1 temsil edip etmedigi, sayilar teorisinde
Gauss’tan beri ¢ok iyi bilinen algoritmalarla kolayca tayin edilebildigi
i¢in, bu teoremi uygulamak ¢ok kolaydir, bkz [12].

2. ASKIN ORGUDE TEKLIK-CIFTLIK

X’in agkin orgiisiinde bagka bir baz alirsak kesigme matrisindeki tam
sayilarin degisecegi agikardir. Bu boliimde, bu sayilarin tekligi ve ¢iftligi
konusunda kullandigimiz ifadelerin anlamli olmaya devam ettigini gos-

teriyoruz. Kisacasi, teoremde kullanilan kriterler bir baz se¢imine bagh
degildir.

3. TAM SAYISAL ORGULER I¢IN IKI soNUC

Tam sayisal orgiilerin ana ozellikleri igin [1, 3, 4, 9] kaynaklar1 kul-
lanilabilir.

Bu boliimde tam say1 orgiileri i¢in, literatiirde olmayan ama ilerde kul-
lanacagimiz iki sonug¢ veriyoruz.
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Birinci sonug bir alt uzayla dik tamlayaninin saglamasi gereken bir
sayisal sart: tammlamaktadir. Ikinci sonu¢ da genel olarak bir baz
secildiginde, girig boliimiinde sozi edilen, ¢ gommesinin var olmasi
i¢in sayisal bir gerek ve yeter sart belirtmektedir.

4. ¢'NIN ¢IFT, a VEYA W’NIN TEK OLMA DURUMU

Bu boliim makalenin ana kismini tegkil etmektedir.

4.1. az? + cxy + by? formunun 1 sayism temsil etmedigi durumda, bir
onceki boliimde verilen sonug¢ yardimiyla bir ¢ gémmesi kurulmakta
ve teoremin ongordiigii sonug elde edilmektedir. Bu durumda ITI-1
ispatlanmig olur.

4.2. ax®+ cay+by? formunun 1 sayismi temsil ettigi durumda, yine bir
onceki boliimde verilen sonug yardimiyla problem bagka bir Diophant
problemine indirgenmektedir. Biraz daha caliginca bu problem hiper-
bolik uzaylarda Vinberg’in yaptigi ¢aligmalarla iligkilendirilebilmektedir,
bkz [15]. Vinberg'in hiperbolik uzaylardaki 6zegsyapr déniigiimlerinin
ana tamim alanlar1 ve bu alanlarin sinir duvarlar tizerine yaptigi ¢a-
lismalarini yorumlayarak, problemi tamamen bazi1 vektorlerin varolus
problemine indirgeyebiliriz. Bu durumda, séz konusu olan vektorleri
kurmaktan bagka yapacak ig kalmamigtir, ve bu vektorleri ingaa ederek
teoremin ITI-2 ve ITI-3 siklarin ispatlariz.

5. DIGER DURUMLAR

Bu béliimde, X'in agkin orgiisii i¢in bir {u, v} baz1 segerek, girig bo-
liimiinde sozi edilen ¢ gommesinin var oldugunu, ya da teoremin IV
durumu i¢in var olmadigini gosteriyoruz. Bodylece teoremin ispatlan-
mas1 tamamlaniyor.

Tesekkiirler:  Meslektaglarim A. Degtyarev, A. Kerimov, A. Kly-
achko ve E. Yalgin’a mubhtelif yorumlar1 ve yardimlar igin tegekkiir
ederim.
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