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Türkçe Özet

HANGİ TEKİL K3 YÜZEYLERİ BİR ENRİQUES
YÜZEYİNİ ÖRTERLER

ALİ SİNAN SERTÖZ

özet. Bu çalışmada bir tekil K3 yüzeyinin aşkın örgüsü üzerinde,
bu K3 yüzeyinin bir Enriques yüzeyinin iki kat örteni olması için
gerek ve yeter şartları tespit ediyoruz.

1. Gİrİş

Terim olarak “tekil K3 yüzeyi” denilince Picard sayısı 20 olan düzgün
K3 yüzeyleri anlaşılır. Buradaki “tekil” sözü, bu çeşit yüzeylerin sınıf-
landırma uzayında “istisnai” bir yer tutmaları nedeniyle kullanılır. Eğ-
riler teorisinde eliptik eğriler ne yer tutuyorsa, K3 yüzeyleri de yüzeyler
teorisinde o denli önemli bir yer tutarlar. Bunun nedeni, eliptik eğriler
gibi, bir yandan geometrinin nesneleri olmalarına rağmen öte yan-
dan, bu çalışmada da göreceğimiz gibi, sayılar teorisiyle olan şaşırtıcı
ilişkileridir.

Picard sayısı 20 olan, yani tekil bir K3 yüzeyini X ile gösterelim. X’in
aşkın örgüsündeki bir {u, v} bazına göre kesişme matrisi

(
2a c
c 2b

)
(1)

şeklinde yazılabilir. Burada a, b c tam sayılardır ve a, b > 0 ile 4ab −
c2 > 0 şartlarını sağlarlar. K3 yüzeyleriyle ilgili genel tanım ve sonuçlar
için [1] kaynağı kullanılabilir.
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Enriques yüzeylerinin sınıflandırılması üzerine Horikawa’nın çalışma-
larını, bkz [5, 6], ve çift örgülerin sınıflandırılması üzerine Nikulin’in
çalışmalarını, bkz [11, 8], kullanan Keum genel olarak bir K3 yüzeyinin
ne zaman bir Enriques yüzeyini örteceği problemini incelemiştir, bkz
[7].

Bu çalışmasında Keum bir K3 yüzeyinin bir Enriques yüzeyini örtmesi
için gerek ve yeter şartın, aşkın örgüsünün K3 örgüsü içine belli şartları
sağlayan bir fonksiyonla yatırılabilmesi olduğunu gösterir. Bu sonuç
geometrik bir olabilme probleminin cebirsel bir olabilme problemine
indirgenmesini gösterir ama yapıcı bir sonuç değildir.

Bu makalede, genel bir K3 yüzeyi yerine bir tekil K3 yüzeyi alındığı
zaman bir olabilme teoremi yerine kesin ve kolaylıkla uygulanabilir bir
gerek ve yeter şart sonucu bulunduğunu gösteriyoruz.

Cebirsel geometrinin asıl gücü geometri problemlerini cebir problemle-
rine tercüme edip cebirsel çözümler bulması ve bunları geometriye geri
tercüme etmesinde yatar. Bu yüzden önce, K3 yüzeylerinin incelen-
mesinde kullanılan, bazı cebirsel yapıları tanımlayacağız.

Sırasıyla U ve E8 hiperbolik ve E8 kök örgülerini göstersin. K3 örgüsü
Λ’nın

Λ− = U ⊕ U(2)⊕ E8(2)

şeklinde tanımlanan bir alt örgüsünü düşünelim. X yüzeyinin Picard
sayısını da ρ(X) ile gösterelim. Picard sayısı 10 ≤ ρ(X) ≤ 20 şartlarını
sağlayan bir K3 yüzeyinin bir Enriques yüzeyini örtmesi için gerek ve
yeter şartlar şunlardır:
(i) Öyle bir bölünmez φ : TX → Λ− gömmesi vardır ki Λ− içindeki
dik tamlayan uzayında kendi kendisiyle kesişimi -2 olan hiçbir vektör
yoktur, ve
(ii) eğer ρ(X) = 10 veya 11 ise, ayrıca length (TX) ≤ ρ(X)−2 olmalıdır,
bkz [7, Theorem 1].

Uygulamada eğer X yüzeyi gerçekten bir Enriques yüzeyini örtüyorsa,
verilen şartları sağlayan bir φ gömmesi bulmak çoğu zaman zor olmakla
beraber mümkün olabilmektedir. Asıl zorluk X yüzeyi bir Enriques
yüzeyini örtmediği zaman, verilen şartları sağlayan bir φ olmadığını
göstermekte yatmaktadır.
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Öte yandan incelemeyi tekil K3 yüzeylerine yöneltince çok kesin kriter-
ler bulmak mümkün olmaktadır. Bu çalışmadaki ana teoremimiz şu
şekilde ifade edilebilir:

Theorem 1. Aşkın örgüsü denklem (1)’deki gibi verilen bir tekil K3
yüzeyi X’in bir Enriques yüzeyini örtmesi için gerek ve yeter şartlar
şunlardır:
I a, b ve c tamsayıları çifttir. (Keum’un sonucu, bkz [7]).
II c tek ama ab çifttir.
III-1 c çifttir. a veya b tektir. ax2+cxy+by2 bilineer formu 1 sayısını
temsil etmez.
III-2 c çifttir. a veya b tektir. ax2+cxy+by2 bilineer formu 1 sayısını
temsil eder ama 4ab− c2 6= 4, 8, 16.

Bu ifadeye özdeş olarak, X’in bir Enriques yüzeyini örtmemesi için
gerek ve yeter şartlar şöyle sıralanabilir:
III-3 c çifttir. a veya b tektir. ax2+cxy+by2 bilineer formu 1 sayısını
temsil eder ve 4ab− c2 = 4, 8, 16 olur.
IV abc tektir.

Bir bilineer formun bir sayıyı temsil edip etmediği, sayılar teorisinde
Gauss’tan beri çok iyi bilinen algoritmalarla kolayca tayin edilebildiği
için, bu teoremi uygulamak çok kolaydır, bkz [12].

2. Aşkin örgüde teklİk-Çİftlİk

X’in aşkın örgüsünde başka bir baz alırsak kesişme matrisindeki tam
sayıların değişeceği aşikardır. Bu bölümde, bu sayıların tekliği ve çiftliği
konusunda kullandığımız ifadelerin anlamlı olmaya devam ettiğini gös-
teriyoruz. Kısacası, teoremde kullanılan kriterler bir baz seçimine bağlı
değildir.

3. Tam sayisal ÖrgÜler İçİn İkİ sonuç

Tam sayısal örgülerin ana özellikleri için [1, 3, 4, 9] kaynakları kul-
lanılabilir.

Bu bölümde tam sayı örgüleri için, literatürde olmayan ama ilerde kul-
lanacağımız iki sonuç veriyoruz.
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Birinci sonuç bir alt uzayla dik tamlayanının sağlaması gereken bir
sayısal şartı tanımlamaktadır. İkinci sonuç da genel olarak bir baz
seçildiğinde, giriş bölümünde sözü edilen, φ gömmesinin var olması
için sayısal bir gerek ve yeter şart belirtmektedir.

4. c’nin çİft, a veya b’nİn tek olma durumu

Bu bölüm makalenin ana kısmını teşkil etmektedir.

4.1. ax2 + cxy + by2 formunun 1 sayısını temsil etmediği durumda, bir
önceki bölümde verilen sonuç yardımıyla bir φ gömmesi kurulmakta
ve teoremin öngördüğü sonuç elde edilmektedir. Bu durumda III-1
ispatlanmış olur.

4.2. ax2 +cxy+by2 formunun 1 sayısını temsil ettiği durumda, yine bir
önceki bölümde verilen sonuç yardımıyla problem başka bir Diophant
problemine indirgenmektedir. Biraz daha çalışınca bu problem hiper-
bolik uzaylarda Vinberg’in yaptığı çalışmalarla ilişkilendirilebilmektedir,
bkz [15]. Vinberg’in hiperbolik uzaylardaki özeşyapı dönüşümlerinin
ana tanım alanları ve bu alanların sınır duvarları üzerine yaptığı ça-
lışmalarını yorumlayarak, problemi tamamen bazı vektörlerin varoluş
problemine indirgeyebiliriz. Bu durumda, söz konusu olan vektörleri
kurmaktan başka yapacak iş kalmamıştır, ve bu vektörleri inşaa ederek
teoremin III-2 ve III-3 şıklarını ispatlarız.

5. DİĞer durumlar

Bu bölümde, X’in aşkın örgüsü için bir {u, v} bazı seçerek, giriş bö-
lümünde sözü edilen φ gömmesinin var olduğunu, ya da teoremin IV
durumu için var olmadığını gösteriyoruz. Böylece teoremin ispatlan-
ması tamamlanıyor.

Teşekkürler: Meslektaşlarım A. Degtyarev, A. Kerimov, A. Kly-
achko ve E. Yalçın’a muhtelif yorumları ve yardımları için teşekkür
ederim.
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